Однородные многочлены и последняя теорема Ферма
Как известно, в последней теореме Ферма (ПТФ) утверждается, что невозможно отыскать тройку положительных чисел 
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ни при каких 
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Первым, кто доказал ПТФ для 
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 был Эйлер (1768 г.). Все дальнейшие исследователи ПТФ: для N=5 (Лежандр, Дирихле,1825г.), для N=7(Ламе и Лебег,1839г.). использовали и развивали  основные идеи Эйлера о разложении двучлена, стоящего в левой части уравнения (1) на простые, далее неразложимые множители. Наибольших успехов в этом направлении добился Куммер (1847г.). С помощью разработанной им теории идеалов (дивизоров) ему удалось доказать ПТФ для большой группы простых показателей степени, вплоть до N ~ 100 [1,2,3]. 

Поскольку, в своих доказательствах исследователи ПТФ использовали идеи Эйлера, есть смысл дать их краткий обзор.

   В основу своего доказательства ПТФ для N=3 Эйлером была  положена  Лемма:
если произведение взаимно- простых множителей является  N – ой степенью, то каждый из сомножителей также будет  являться N– ой степенью.
 Эту лемму он впервые применил при разложении  двучлена 
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 на взаимно простые множители, в поле комплексных чисел, формальное понятие о которых  очевидно, он также ввёл впервые. 
Считается, что Эйлер некорректно использовал лемму, пригодную для арифметических чисел, при исследовании комплексных чисел, зависящих от  двух аргументов. В данной работе восполняется этот пробел и приводится доказательство теоремы о единственности разложения  однородных многочленов двух переменных (ом2п) произвольной степени 
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(бинарных форм той же степени),  к которым можно отнести двучлен в уравнении Ферма, на простые сомножители – ом2п первой степени (линейные формы двух переменных).  Эта теорема является аналогом основной теоремы арифметики. 
 В настоящее время, среди ряда математиков, в основном,  специалистов в области теории чисел, ПТФ считается доказанной. Автор доказательства, Эндрю Уайлс (Andrew Wiles), специалист в области теории чисел,. Его работа называлась «Эллиптические кривые и последняя теорема Ф [Annals of Mathematiqs, Nov., 1995.]. Целью работы являлось доказательство гипотезы Таниямы – Шимуры, касающейся  алгебраических свойств специального  класса эллиптических кривых, описываемых уравнением 
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 и называемых модулярными за их связь с модулярными параболическими формами [6].  Гипотеза Таниямы утверждала, что всякая эллиптическая кривая, определённая над полем рациональных чисел является модулярной. Однако, в 1985 году немецкий математик Фрей предположил, а американский математик  Рибет доказал, что если найдётся такая тройка целых рациональных чисел 
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 которая удовлетворяет соотношению 
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 (*), по форме совпадающему с уравнением Ф., то  эллиптическая  кривая 
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 не может быть модулярной, что противоречит гипотезе Таниямы. Автор (A.W.) в своей работе  доказал, что гипотеза – верна, отсюда  следовало, что соотношение  (*)  не может иметь места и, следовательно, верна также теорема Ф. Таким образом правильность теоремы Ф. была лишь подтверждена без её прямого  доказательства, а как случайное  следствие решения другой задачи. В результате остались открытыми ряд вопросов, основным из которых: почему при 
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 уравнение (1) разрешимо в целых числах, а при 
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– неразрешимо?
Метод решения (допущения и предположения)
Поскольку для доказательства ПТФ требуется получить решение для любых целых чисел 
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 и любых  показателей 
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, задача решается алгебраическими методами, точнее   методами теории многочленов.

  Доказательство основано на дальнейшем развитии и обобщении идей Эйлера.  
 Кроме того, полагалось, что равенство (1) является тождеством, верным при всех целочисленных значениях, входящих в него аргументов.
  Доказательство проводится  в несколько этапов: 
 На первом этапе числовому  двучлену, стоящему  в левой части  уравнения Ферма ставится в соответствие  некоторый   многочлен степени N от двух переменных (см2п), имеющий ту же структуру
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где 
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 – независимые переменные.

Уравнение Ферма, при этом будет записано в форме многочленов
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В силу тождественных свойств уравнения (2) число  
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– также должно быть представлено многочленом, тип и структуру которого, необходимо будет определить в процессе доказательства.

  Очевидно, что двучлен (2) представляет частный случай множества симметрических многочленов двух переменных (см2п) степени  
[image: image19.wmf]N

 [4]. Последние, в свою очередь, составляют подмножество в множестве однородных многочленов двух переменных (ом2п) той же степени. Общий вид ом2п степени 
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 (бинарной формы той же степени)
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 где 
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- целые числа.
Симметрические многочлены  двух переменных той же степени представляют ом2п, числовые коэффициенты которого симметричны относительно центра многочлена 
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Для двучлена в уравнении Ферма: 
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Простейшим, далее неразложимым  является ом2п первой степени
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Алгебраические свойства симметрических и однородных многочленов достаточно полно изучены  [4,5,9]. Однако, ряд свойств, необходимых для доказательства ПТФ, необходимо отметить.

  Одним  из таких свойств  является связь ом2п с многочленами одной переменной  (изоморфизм множества ом2п с кольцом многочленов (неоднородных) одной переменной, определённых над одним и тем же числовым полем). При этом, каждому ом2п степени 
[image: image27.wmf]N

 можно поставить в соответствие единственный многочлен одной переменной той же степени,  и с той же  последовательностью числовых коэффициентов. К примеру, для  записи (3) таким многочленом будет
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf]N
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Многочлен (4) получается из (3), если в (3) вынести за скобки множитель 
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, а в оставшемся многочлене перейти к новой переменной 
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Представление (5) единственно, в силу единого набора числовых коэффициентов в обеих многочленах [7].  

(двучлену в уравнении Ферма (2) будет соответствовать полином  
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, относящийся к возвратным [4]). 

   Именно на этом  свойстве основано  доказательство  теоремы о разложении ом2п  степени 
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 на простые множители – ом2п первой степени (линейные формы двух переменных).

Доказательство: 
Многочлен одной переменной (м1п) 
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, согласно основной теореме алгебры (точнее её следствию) может быть представлен и притом единственным способом в виде произведения простых далее неразложимых множителей – многочленов первой степени [7]. Если известны корни этого многочлена, то указанное разложение будет единственным и  иметь вид
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(при этом корни 
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 однозначно связаны с его числовыми коэффициентами 
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системой формул Виета [Болт]:
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Подставляя (6) в (5), внося далее множитель 
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 под знак произведения и возвращаясь к старым переменным x и y получим разложение ом2п на простые множители в следующем виде:
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Из (7) следует, что ом2п  степени 
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может быть разложен и при том единственным способом  в  произведение, содержащее 
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 простых сомножителей – ом2п первой степени (линейных форм двух переменных). Единственность разложения ом2п определяется единственностью разложения многочлена одной переменной (4). 
Теорема доказана.
Разложение на простые множители см2п также определяется формулой (7), однако имеет ряд несущественных особенностей, связанных с симметрией числовых коэффициентов. 
   В частности, разложение  двучлена в уравнении Ферма также определяется формулой  (7). Коэффициенты  разложения 
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 являющиеся  корнями уравнения 
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), получили название «круговых» единиц [2,3] и  
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Следующим важным свойством является свойство ом2п образовывать произведение [5]. Согласно этому свойству произведение  двух ом2п является также ом2п, степень которого равна сумме степеней сомножителей. Отсюда следует, что произведение, составленное  из 
[image: image51.wmf]N

простейших ом2п является ом2п степени 
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. Используя это свойство, также можно доказать теорему о единственности разложении ом2п на простые множители.

Частным случаем произведения  ом2п является возведение в степень. Так  ом2п, представленный формулой (7), и возведённый  в степень 
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]Õ
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Из (8) следует, что при возведении ом2п (см2п) степени N, в степень m, базовый  состав группы сомножителей разложения, соответствующий 
[image: image56.wmf]1
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, остаётся неизменным,  но каждый из сомножителей имеет кратность, равную m. 
Заметим, что теорема  о разложении ом2п доказана здесь  для множества однородных многочленов двух переменных (бинарных форм ). Двучлен в левой части уравнения Ф является лишь частным случаем этого множества.

Доказанная теорема позволяет перейти к следующему этапу доказательства ПТФ: идентификации числа 
[image: image57.wmf]Z

, представляемого неким многочленом. Для этого в уравнение Ф.(2) подставим двучлен – ом2п в форме произведения простых сомножителей.  
Обобщённое уравнение Ферма, при этом, примет вид
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где 
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– в общем случае  произвольный ом2п степени 
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.
  Слева в (9) стоит ом2п в виде произведения N простых сомножителей – ом2п первой степени, Это произведение является 
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- ой степенью некоего числа 
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, тип которого необходимо установить. Согласно тождественности алгебраических свойств частей уравнения, справа также должно стоять  произведение из  N простых сомножителей аналогичного вида. В свою очередь это означает, что справа также  должен быть представлен ом2п степени N. Поскольку этот многочлен представлен 
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- ой степенью, то каждый из его сомножителей должен быть возведён в степень 
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. Пусть переменными этого ом2п являются  
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где 
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– коэффициенты разложения ом2п 
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, подлежащие  определению.   Очевидно, что они являются корням некоторого м1п, связанного с  
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Теперь уравнение Ферма приобретает вид
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Выражение (10) является аналогом упомянутой выше леммы, применительно к ом2п (бинарным формам).  
Из (10) следует, что коэффициенты 
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определяются из условия одновременного обращения в ноль значений ом2п – в левой и правой частях уравнения. При этом
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(применительно к двучлену в уравнении Ферма  
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Подставляя выражение (11) для  ом2п 
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в (10) получим эквивалентное уравнение Ферма в форме произведений простых сомножителей
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При этом в (12)  каждому сомножителю с номером 
[image: image76.wmf]k

слева будет соответствовать сомножитель с таким же номером справа. Поэтому  условие (12) должно быть разбито на 
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частных условий, которым должны удовлетворять числа 
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     Приравнивая в (12) слева и справа члены с одинаковыми индексами k получим систему уравнений для определения искомых чисел 
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Соотношения (13) устанавливают необходимые условия для существования чисел 
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Таким образом, решение уравнения Ферма сводится к решению системы из N  уравнений относительно двух неизвестных: x и y.
Условия существования решения данной системы уравнений определяются теоремой Кронекера – Капелли [7]. Согласно теореме – решение системы существует, если ранг  основной матрицы системы равен рангу расширенной, полученной путём добавления столбца свободных членов.    Если ранг расширенной матрицы больше ранга основной – система становится несовместной и решения не имеет.
   Нетрудно заметить, что в рассматриваемом случае  ранг основной матрицы, составленной из коэффициентов при неизвестных  x и y равен двум.                                          

Ранг расширенной матрицы, полученной путём добавления к основной матрице столбца свободных членов  
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  равен двум при N =2 и  трём – при N>2, следовательно, данная система уравнений имеет решение только при N=2. При N>2 данная система становится несовместной, и решений не имеет. Следовательно, не имеет решения и  уравнение Ферма. 

 Тем самым теорему Ферма можно считать доказанной. 
Полученное доказательство пригодно не только для уравнения Ферма (1), но и для любых бинарных форм (ом2п) произвольной степени с рациональными коэффициентами. 
Используя полученные выше результаты расчёта, нетрудно найти решение системы (13) для N =2. Система уравнений (13) для  этого случая будет содержать только два уравнения 
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где 
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Для нахождения решения достаточно рассмотреть только одно уравнение (второе уравнение является комплексно - сопряжённым). Подставляя в уравнение значение 
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, получим для x, y,Z следующие значения
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Нетрудно заметить, что полученные соотношения отображают известную тройку чисел Пифагора. Этот результат подтверждает правильность разработанного в данной работе метода доказательства.
Теперь можно ответить на основной вопрос: почему при N>2 невозможно отыскать тройку целых чисел, удовлетворяющих уравнению Ферма? Ответ – прост: потому что не могут два неизвестных числа удовлетворять более чем двум независимым условиям (уравнениям). 
 Из условий существования решения следует, что для нахождения решения при 
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 необходимо увеличить число переменных в обобщённом уравнении Ферма. Подтверждением тому являются многочисленные примеры целочисленных решений, приведенные в литературе, для трёх и более чисел, удовлетворяющих обобщённым  уравнениям Ферма.

Так, к примеру, известен классический набор чисел для N = 3, по преданию, дошедший к нам от Платона [8]
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К этому набору можно добавить ещё множество чисел, полученных  оригинальным способом Перельманом  Я.И. и приведенных в [8]: 
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 EMBED Equation.3 [image: image91.wmf];
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и т. д.

Известны также наборы для N = 4, 5
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 EMBED Equation.3 [image: image94.wmf]5
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Однако для решения неопределённых уравнений с большим числом переменных требуется усложнять математический аппарат. Это усложнение можно проиллюстрировать на примере решения уравнения, обобщающего известную теорему Пифагора на случай трёх переменных  (эта задача до сих пор не была решена): 
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где 
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 – целые числа.
Для решения этого уравнения недостаточно теории многочленов. Здесь необходимо применение аппарата векторной алгебры.  
Решая данное уравнение  путём представления квадратного трёхчлена квадратичной формой от  трёх переменных (см3п), и  разлагая последнюю в произведение  линейных форм от  трёх переменных  (см3п) с неопределёнными числовыми коэффициентами,  мы приходим к требованию, чтобы все смешанные произведения, содержащие члены 
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 были равны нулю. Эти требования удовлетворяются только в том случае если числовые коэффициенты образуют тройку ортонормированных векторов (базис) в комплексном эвклидовом пространстве.  

Следуя методике, разработанной при доказательстве ПТФ, с учётом вышеназванных требований приводим (без доказательства) решение в виде  четвёрки  чисел:
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            (15) 
[image: image101.wmf]             
При равенстве нулю одного из переменных 
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  формулы (15) переходят в известную тройку пифагоровых чисел.  

Вот несколько четвёрок чисел, удовлетворяющих уравнению (14)  и соотношениям (15):
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Можно только предположить, что с увеличением степени форм от трёх переменных математический аппарат решения будет усложняться. 
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